5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Definition der Kugelfunktionen

5 Einfuhrung in die Anwendung von Kugelfunktio-
nen

5.1 Definition der Kugelfunktionen

Als riumliche Kugelfunktionen vom Grad n, F(x,y,z), bezeichnet man ho-
mogene harmonische Polynome in x,y,z vom Grad n. Es gibt 2n+1 linear
unabhéngige derartige Polynome. Wie bereits gesagt, ist eine Funktion
F (x,y,z) harmonisch, wenn sie der Laplace-Gleichung geniigt:

AF(x,y,Z)=O. (5.1)
Eine Funktion F (x,y,z) ist homogen vom Grad n in x,y,z, wenn gilt:
F(tx,ty,tz)=1"F(x, y,z). (5.2)

In diesem Fall ist die Eulersche Gleichung erfiillt:

xa—F+ a—F+Za—F=nF(x Z) 53
o Ty oz V2)- (5-3)

Man bestitigt diese Formel, wenn (5.2) beispielsweise nach ¢ differenziert wird:
oF (tx,ly,tz) N oF (tx,ty,tz) N oF (tx,ty,tz) 1 OF (x,y,z)
X z

o) 7 ) o) o O

und 7 =1 gesetzt wird.

5.2 Loésung der Laplace-Gleichung

Wie wir gesehen hatten, ist das Gravitationspotential V' eine harmonische
Funktion auBlerhalb der anziehenden Massen. Es geniigt der Laplace-Gleichung,
einer partiellen Differentialgleichung vom elliptischen Typ. Sie lautet in recht-
winklig kartesischen Koordinaten:

0V 9V 9V

AV (x,y,z)= + + 0. .
('x y Z) ax2 ay2 aZZ (5 5)

Fiihrt man sphérische Polarkoordinaten r,7%, A ein (Abb. 5.1),

X sin®} cos A
y |=r|sindsind |, (5.6)
z cost

so kann die Laplace-Gleichung in der folgenden Form geschrieben werden:

2 2 2
AV(r,z?,l):rza—Iz/+2ra—V+a Z+cotz98—V+%a—Z:0. (5.7)
or or  Jv 0% sin” ¥ dA

Nimmt man an, die Laplace-Gleichung geniige dem folgenden Separationsan-
satz,
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5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Losung der Laplace-Gleichung

V(r,0,A)=F(r)Y (8,1), (5.8)

dann erhilt man nach Einsetzen dieses Ldosungsansatzes und Division durch

F(r)Y (v,1):

F(r) or? e or

1 [azy(ﬁ,z) CYINN BZY(&A))

1 (rzazF(r) ) aF(r)J:

(5.9)

= +
YN 0 0 a0 sino oA’

€,

Abb. 5.1: Spharische Polarkoordinaten.

Die linke Seite dieser Gleichung hingt nur von » ab, wihrend die rechte Seite
lediglich eine Funktion von ¢ und A ist. Das bedeutet, daB beide Seiten unab-
héngig voneinander sind, d.h., gleich einer Konstanten sein miissen. Als Kon-
stante wahlt man zundchst die ganze Zahl n(n+1). Damit zerfillt die Glei-

chung (5.9) in zwei Differentialgleichungen. Eine erste enthélt die radiale sphé-
rische Polarkoordinate 7:

2
2 d Fgr) o BF(r)
or or

—n(n+1)F(r):O. (5.10)
Die zweite Differentialgleichungen enthélt die sphérischen Polarkoordinaten ¥
und A,

ProA),  rA), 1 3Y(0.4)
0 OV o5 Tsinto oAl

-n(n+1)Y(8,2)=0. (5.11)

Es kann leicht nachgepriift werden, daf} die erste Gleichung die folgenden Lo6-
sungen hat,

F(r)=r" und F,(r)= p . (5.12)
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5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Losung der Laplace-Gleichung

Die Losung der zweiten Gleichung ergibt sich iiber einen weiteren Separations-
ansatz:

Y (8,A)=G(9)H (). (5.13)

Nach Einsetzen dieses Losungsansatzes und einigen Umformungen erhilt man
zunichst die folgende Gleichung:

9*H (1)
sind) sin19a G(ﬂ)+cosﬁaG(ﬁ)+n(n+1)sin19G(19) =—L,
G(v) PXE o0 H(A)

(5.14)

Auch hier sind beide Seiten unabhingig voneinander, d.h., beide Seiten miissen
wiederum gleich einer Konstanten sein. Wir wihlen als Konstante zunéchst die

ganze Zahl m® und erhalten auf diese Weise zwei gewdhnliche Differential-
gleichungen, die Legendresche Differentialgleichung zur L6sung der Funktion

G(v),

d*G(v)

192

sin®} 0. (5.15)

sin}

ﬁd(;—ff)+(n(n+l)sinﬁ— m ]G(ﬂ)

und eine weitere Differentialgleichung zur Lsung der Funktion H (1),

d7H () Zﬂ”mm(z):o. (5.16)

Die zweite Differentialgleichung zweiter Ordnung ist die wohlbekannte Bewe-
gungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator. Die Losungen lauten be-
kanntlich:

H (A), =cos mA,

H(/l)2 =sinmA. .17)

Es kann nun gezeigt werden, daB3 fiir Probleme der Potentialtheorie die Kon-
stanten n und m ganze Zahlen sein miissen. Es gilt
Grad: n=0,12......

5.18
Ordnung: m=0,1,2,...mit m < n. ( )

Die Losungen der Legendreschen Differentialgleichung sind die sog. zugeord-
neten Legendreschen Funktionen fiir die Indizes n>0,

G(9)=P" (cosV). (5.19)

Fiir die Indizes m =0 ergeben sich Polynome in cos?}, die sog. Legendre-
schen Polynome. Die gesamte Losung Y (9,4)=G(9)H (1), geschrieben in
der Form,

cosmA
(5.20)

C, (19,/1)}

=P (cosﬁ‘){
S, (0,2)

sinmA
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5 Einfuihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Quellendarstellung des Gravitationspotentials

werden als Kugelflichenfunktionen vom Grad n und der Ordnung m be-
zeichnet. Die vollstdndige Losung der Laplace-Gleichung ist die Linearkombi-
nation aller speziellen Losungen. Man erhilt eine erste Losung,

Vi (r,0,4) = ir” i (Cnman (cos®)cosmA +s
n=0

m=0

P (cos®)sinmA).  (5.21)

nm

und eine zweite Losung,

v, (r,9,A) = z% z (cnman (cos®¥)cosmA +s,, P" (cos®))sin m/l) . (5.22)
n=01 m=0
mit zunéchst willkiirlich zu wihlenden Integrationskonstanten ¢,, und s, . Die

erste Losung konvergiert im leeren Innenraum einer Massenverteilung; die
zweite Losung konvergiert im leeren Aulenraum einer Massenanordnung. Der
letzte Fall ist von besonderer Bedeutung fiir die Darstellung des Gravitati-
onspotentials im Auflenraum der Erde. Es sei noch angemerkt, daf3 alle harmo-
nischen Funktionen durch Reihenentwicklungen dieses Typs dargestellt werden
konnen.

5.3 Quellendarstellung des Gravitationspotentials

Die Entfernung / zwischen zwei Punkten,
P(r)=P(r,0,A) und Q(r)=0(r,9,1), (5.23)

kann mit Hilfe sphérischer Polarkoordinaten folgendermaB3en geschrieben wer-
den

I=AP 417 =20 ¥ =[P ++” =217 cosy . (5.24)

v ist der Winkel zwischen den Ortsvektoren r und r’. Der reziproke Abstand

1// kann nun in eine konvergente Reihe nach Potenzen von r/r" geschrieben
werden, wenn <7’ gilt, bzw. in eine konvergente Reihe nach Potenzen von
¥'/r, wenn ' < r gilt (Abb. 5.2):

fiir » <7 mit

l=|r—r'

2
=m=r'\/1—(24cosy/—(4) ] (5.25)
v r

lautet die Reihenentwicklung:

1 oo n
7= B (cosy). (5.26)
l n=0 r

fiir 7> 7" mit

’ ’ 2
[=[r—r|=~Nr+r=2rr = r\/l—[2r—cosl//—(£) ] (5.27)
r

r

lautet die Reihenentwicklung:
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5 Einfuihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Quellendarstellung des Gravitationspotentials

’n
r
n+l

.
=2

Die Koeffizienten dieser Potenzreihen sind Funktionen des Zwischenwinkels
v . Es zeigt sich, daf} diese Funktionen die Legendreschen Polynome sind.

. P (cosl//). (5.28)

Driickt man den Winkel y in sphérische Polarkoordinaten der Ortsvektoren r

und r’ durch Anwendung des Seitenkosinussatzes der sphirischen Trigonome-
trie aus,

cosy = cost¥costy +sindsint cos(A—-1), (5.29)

dann kann das Additionstheorem der Legendreschen Polynome, bzw. das Ad-
ditionstheorem der Kugelflichenfunktionen angewendet werden:

P, (cosy) =P, (cost¥cos®y +sind¥sin®¥ cos(A—1")) =

-y (2_50”,)(”‘"1)’(@,,, (3,4)C,p (', 1)+ S,,, (9,2)S,,, (', 1))

nm

(5.30)

o (n+m)!

. 1 fir
mit dem Kronecker - Symbol S, = ) .
0 fir nzm

n=m

nm

Abb. 5.2: Abstand / in sphérischen Polarkoordinaten.

Die Funktionen C,, (¢,4) und S

nm nm

(8,1) sind die bereits eingefiihrten Kugel-
flichenfunktionen des Grades » und der Ordnung m

C,, (0,A)=P" (cos¥)cosmA=7Y: (1)

nm

S, (0,A)=P" (cosV¥)sinmA =Y, (V1)

nm

(5.31)

und P (cos®}) die zugeordneten Legendreschen Funktionen. Setzt man die-
sen Ausdruck in die Reihenentwicklungen von 1// ein, so ergibt sich
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5 Einfuihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Quellendarstellung des Gravitationspotentials

ZK" =Zriz+1 Yn (19’/1) r<r

= fiir : (5.32)

iKn=i:T:n(ﬁ,l) r>r

Ln=—1 n=0

Nl;—m

Die Funktionen K, bezeichnet man als Kugelfunktionen des Grades n. Die
Funktionen Y, (9,A) werden als Laplacesche Kugelflichenfunktionen des

Grades n bezeichnet, dargestellt durch eine Linearkombination der 2n+1 line-
ar unabhingigen Kugelflichenfunktionen Y:’(9,4) des Grades n und der

nm

Ordnung m, 0<m<n:

n

Yn (1‘9’)') = Z(Canncm (19’2’)+ Sanr;n (19’)'))

m=0

) (5.33)
= 2 (Cnmcnm (ﬁ’l) + SnmSnm (19’ A‘))’
m=0
mit den Koeffizienten:
— |
cnm = (2 - 6Om ) (n m) Cnm (19,3 l,)

(n + m)!

(5.34)

(n—m)! .o,
s, =2(1_50m)(n+m)!S"m (¥, ).

Mit der Reihenentwicklung des reziproken Abstandes 1// kdnnen nun auch die
verschiedenen Gravitationspotentiale in Reihen nach Kugelfunktionen entwik-
kelt werden. Als Beispiel soll dies fiir das Gravitationspotential eines ausge-
dehnten Korpers getan werden. Setzt man die Reihenentwicklung von 1// (Be-
dingung: /. <r) in den Ausdruck fiir das Gravitationspotential des ausge-

m

dehnten Korpers ein, so erhélt man zundchst:
G 1
V=—)— NP dQ .
;2o [ (cosw) (5.35)

In dieser Gleichung erweitert man Zéhler und Nenner mit einer Referenzldnge
a und einer Referenzmasse M. Wegen der Konvergenz der Reihe kdnnen Sum-
mation und Integration vertauscht werden und man erhélt folgende Formel fiir
das Gravitationspotential eines ausgedehnten Korpers,

ye)=My (ﬁ) Y,(0,2). (5.36)

r u=0

mit den Laplaceschen Kugelflichenfunktionen des Grades »
1 Y ,
Y, (ﬁ,i):HJ'!J;J'(;) P, (cosy ) p(r')dQ . (5.37)

Setzt man das Additionstheorem der Legendreschen Polynome im Integranden
ein, so erhdlt man einen weiteren Ausdruck fiir die (Laplaceschen) Kugelfla-
chenfunktionen des Grades n,
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5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Entwicklung einer Funktion nach Kugelflachenfunktionen 5-7

Yvn(ﬁﬁz’)ZZ( nm nm (19 A’)+SnmSnm (19‘,},)), (538)
m=0
ausgedriickt durch die Kugelflachenfunktionen C,, (,4) und S,, (,4) des
Grades n und der Ordnung m. Die Reihenkoeftizienten ¢,, und s, , die sog.

Potentialkoeffizienten, konnen mittels folgender Integrale berechnet werden:

%_@5W“’”ﬂq) C. (9. X)p(F)d e,

n+m)'

. = 2(1- 5) n—m)! J‘”( JSnm(ﬂ'a/V)P(l")dQ

(n+m)

(5.39)

Wie wir spéter sehen werden, konnen die Potentialkoeffizienten, zumindest
diejenigen niederen Grades, physikalisch durch vertraute Begriffe interpretiert
werden. Es wird sich zeigen, daB sie als die Stokesschen Konstanten identifi-
ziert werden konnen. Ein Vergleich der Formeln mit denen des Abschnittes 5.2
zeigt gewisse Ahnlichkeiten. Wihrend hier die Reihenkoeffizienten aus Volu-
menintegralen berechnet werden konnen, haben sie dort jedoch die Bedeutung
von Integrationskonstanten.

5.4 Entwicklung einer Funktion nach Kugelflachenfunktio-
nen

Im letzten Abschnitt wurde das Gravitationspotential eines ausgedehnten Kor-
pers durch eine Reihe nach Kugelfunktionen dargestellt. Kugelfunktionen set-

zen sich aus Kugelfldchenfunktionen Y, (¢%,4) und Funktionen zusammen, die
ihr radiales Verhalten beschreiben:

n

r

r’n+1 n (’l9 l) r< ]"’,
K =) fiir (5.40)
rnH Y, (9,1) r<r.
¥z

Die Laplaceschen Kugelflichenfunktionen des Grades n, Y, (9,1), konnen

durch Linearkombination von Kugelflichenfunktionen des Grades n und der
Ordnung m dargestellt werden (5.33),

Y, (9,A)= ﬁ( nCon (0.2)+5,,5,, (3, 1)).

m=0

(9,A) und S

' (0,A) bilden ein
vollstandiges, linear unabhingiges System von Basisfunktionen auf der Kugel.

Irgendeine auf der Kugeloberfliche definierte Funktion f (1%,4) (zumindest in

Das System der Kugelflichenfunktionen C

nm

einem sehr allgemeinen Sinne) kann in eine Reihe nach Kugelflachenfunktio-
nen entwickelt werden,

F(02)=Y(©.2)=3Y, (3.2). (5.41)

n=0
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5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Entwicklung einer Funktion nach Kugelflachenfunktionen 5-8

Nun stellt sich die Frage, wie die Reihenkoeffizienten ¢,, und s, berechnet
werden konnen. Hierfiir sind die Orthogonalitétseigenschaften der Kugelflé-
chenfunktionen von Bedeutung. Die Orthogonalititsrelationen besagen, daf3
sich die Integrale der Produkte zweier verschiedener Kugelflichenfunktionen

Ye (0,4):=C,, (8,A) oder Y, (19,/'L) =S, (0,2) iber die Einheitskugel @
zu Null ergeben (die Indizes 0,0 sind entweder c oder s ):
, +m)!
J.J. nm 19 A‘)Yno'-m' (199l)dcD = 27 (n m) mm'5nn'50'0" O<m=n
2n+1 (n - m)!
fiir
J.J. n0 (’l9 A‘ n 0 (’l9 l) 2 5nn 566 (1 _650") m= 0
n+
it dem Kronecker - Symbol 5, =] o0 =" 5.42
mit dem Kronecker - Symbo. = .
4 "0 fir n#m (542)

Die Berechnung der Reihenkoeffizienten c,, und s,, ist damit sehr einfach.
Multipliziert man beide Seiten der Reihenentwicklung von f (19,/1) mit einer

bestimmten Kugelflachenfunktion Y?

nm

(9,14) und integriert iiber die Einheits-
kugel @, so erhidlt man, z.B. fir o =c,

mjj o (9,1)) db = jj C,. (8,2) f(8,1)d®, (5.43)

weil alle Integrale auBer dasjenige mit den Indizes n=n’,m=m’" wegen der
Orthogonalitétseigenschaften verschwinden. Auf diese Weise kann der Reihen-
koeffizient ¢, berechnet werden. Das Integral auf der linken Seite der Glei-

chung kann gemal} der Orthogonalitétsrelationen ermittelt werden. Die weiteren
Reihenkoeffizienten ergeben sich auf analoge Weise. Das Ergebnis lautet:

¢ = 4; (2-6,,)(2n+1) E jjf (&, 2)C,, (¥, 1) d,
1 ( m) (5.44)
Sn = (128, )(2n+1) Hf(l9 X)S,, (9,4")d®

Die Laplaceschen Kugelflichenfunktionen Y, (1%,4) konnen direkt durch Aus-
wertung der Integrale

Y, (8,1)= (2”“ EP I ) cosy)ao (5.45)

berechnet werden. (y ist die sphérische Distanz, definiert wie im letzten Ab-
schnitt). Man beweist diese Formel, indem im Integranden fiir P,(cos?®) das

Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen (5.30) eingesetzt wird. Mit Hilfe
der Formel (5.44) ergibt sich die Formel (5.33) fiir die Laplaceschen Kugelfla-

chenfunktionen vom Grad n. Die Reihenkoeffizienten ¢,, und s, stellen die

nm

spektralen Amplituden oder das Spektrum der Funktion f(,1) mit den spek-

tralen Frequenzen, definiert durch den Grad » und der Ordnung m des Systems
der Basisfunktionen dar.
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5.5 Zusammenhénge zwischen den Darstellungen

5.5.1 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der Kapitel 5.2 bis 5.4 zusammenfas-
send betrachtet und Verbindungen zwischen den einzelnen Darstellungen her-
gestellt werden. Das Strukturdiagramm der Abb. 5.4 fafit die Egebnisse der
vorangehenden Abschnitte zusammen. In allen drei Abschnitten wurden Rei-
henentwicklungen der Potentialfunktion des Gravitationsfeldes nach Kugel-
bzw. Kugelflichenfunktionen behandelt. Zundchst wurde im Abschnitt 5.2 die
allgemeine Losung der Laplaceschen Differentialgleichung als Linearkombina-
tion spezieller Losungen, ndmlich der Kugelfunktionen gewisser Grade und
Ordnungen erhalten. Fiir die Faktoren der Linearkombination konnen in diesem
Losungsansatz beliebige Zahlen eingesetzt werden — alle moglichen Kombina-
tionen erfiillen die Laplacesche Differentialgleichung. Diese Zahlen konnen
aber eindeutig berechnet werden, wenn die Dichteverteilung eines gravitieren-
den Korpers bekannt ist. Dies wurde im Abschnitt 5.3 gezeigt. Man kann diese
Methode als direkte Methode zur Bestimmung der Potentialkoeffizienten be-
zeichnen. SchlieBlich wurde im Abschnitt 5.4 eine weitgehend beliebige Funk-
tion auf einer Kugeloberfliche nach Kugelflachenfunktionen entwickelt. Die
Reihenkoeffizienten konnen ebenfalls mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten
Funktion auf der Kugeloberfliche durch Oberflichenintegrale berechnet wer-
den. Nimmt man an, diese Funktion beschreibt das Potential auf der Kugelober-
fliche, so hat man mit dieser Reihenentwicklung eine weitere Darstellung des
Gravitationspotentials gewonnen. Auch diese Aufgabe kann im Sinne eines di-
rekten Problems gelost werden. Allerdings beschriankt sich diese Darstellung
auf die Kugeloberfldche.

Abb. 5.3: Direktes und inverses Problem.

Nun stellt sich die Frage nach dem Zusammenhang dieser drei Darstellungen.
Insbesondere liegt es nahe, zu fragen, wie die unbekannten Potentialkoffizien-
ten der Losung der Laplaceschen Differentialgleichung bestimmt werden kon-
nen. Nimmt man an, man kennt die Potentialfunktion auf der Kugeloberflache
mit einem gewissen Radius R (Abb. 5.3), so miissen die Entwicklungskoeffizi-
enten dieser Funktion in eine Reihe nach Kugelflichenfunktionen in direktem
Zusammenhang mit denen stehen, die sich ergeben, wenn man den Radius der
Kugel in die Losung der Laplace-Gleichung einsetzt.
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Allgemeine Lésungsdarstellung der Laplaceschen Differentialgleichung AV =0
fir >#/, =R durcheine
Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen

V(r U, /'t)

X, (19,&):2( C, (19 A)+ 5, Som (0,,1))

mit den beliebigen Potentialkoeffizienten ¢, und s,

| S

Fortsetzung nach unten I Erste Randwertaufgabe |
I
7 |
Reihenentwicklung einer Funktion auf der Kugeloberflache nach Kugelflachenfunk-
tionen

- izn (.2)
Z,(9.2)= ;( - m:(l9 1)+bmSm(l9,l))
{Z} :ﬁ{ (( 550”1))}(2”+1 jj 1(.2) {s Eﬂ’,i’g}d(p

->

Stokessche Konstanten: Bedingungen fiir die Dichtefunktion |

7

Quellendarstellung des Gravitationspotentials durch eine Reihe nach Kugelfunktio-
nen

y(r0.)= L3 (?) Y, (9.)

Y, (9, l)—Z(gnm ' (0.2)+ 1,8, (8,1))
T e G e O
! r

Inverses Problem | Direktes Problem |
I
7 I
Massenverteilung innerhalb der Erde
Dichtefunktion p (r”) ‘

Abb. 5.4: Reihenentwicklungen des Gravitationspotentials und deren struktu-
rellen Zusammenhénge.

In diesem Fall liegt dasselbe System von Basisfunktionen, ndmlich die Kugel-
flichenfunktionen, zur Darstellung der Potentialfunktion vor und im Fall der
Eindeutigkeit der Losung miissen beide Sitze von Potentialkoeffizienten ein-
deutig ineinander iiberfithrbar sein. Man bezeichnet diese Aufgabe als (Erste)
Randwertaufgabe, da von einer Information auf einer Randfldche auf die Lo-
sungsparameter der allgemeinen Losung der Laplaceschen Differentialglei-
chung geschlossen wird. Anschaulich handelt es sich hierbei um ein Fortset-
zungsproblem nach oben. Auch diese Aufgabe kann als direktes Problem be-
zeichnet werden. Dieses Problem wird im folgenden naher untersucht werden.

KugelfunktionenEinfiilhrung_APG, Erstelldatum 09.12.00 23:57

5-10



5 Einflihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Zusammenhange zwischen den Darstellungen

Sind die Potentialkoeffizienten bekannt, beispiclsweise durch den vorhin ge-
schilderten Vorgang, so liegt die Frage nahe, ob die Massenverteilung, aus der
die Potentialkoeffizienten eindeutig bestimmt werden kénnen, umgekehrt durch
ein inverses Losungsvorgehen eindeutig festgelegt ist. Es wird sich zeigen, daf3
diese inverse Aufgabe nicht eindeutig 16sbar ist. Dieser Sachverhalt wurde be-
reits als Stokessches Theorem an fritherer Stelle erwdhnt. Dennoch kdnnen ge-
wisse Bedingungen fiir die Dichtefunktion des gravitierenden Korpers bestimmt
werden, ohne eine eindeutige Bestimmung zuzulassen. Dies lduft auf die physi-
kalische Interpretation der Potentialkoeffizienten bzw. auf die Berechnung der
Stokesschen Konstanten eines Korpers hinaus. Diese Interpretation hat fiir das
mechanische Verhalten des gravitierenden Korpers Bedeutung. Auch dieser
Aspekt soll im folgenden diskutiert werden.

5.5.2 Lésung einer Ersten Randwertaufgabe

5.6.2.1 Lésungsweg

In diesem Abschnitt werden die Integrationskonstanten ¢, ,s  berechnet,

nm? ~nm

wenn die Funktion V' (R,9,A) = f (9, 1) auf der Kugeloberfliche @, gegeben

ist. Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung lautet nach Gleichung (5.22)
mit (5.20):

mit der Laplaceschen Kugelflachenfunktion vom Grad n:

X, (0,2)= Y (e Con (9:2)+5,,5,, (3, 1))

m=0

Die Bestimmung der Integrationskonstanten gelingt durch den Vergleich der
Faktoren der Linearkombination mit den Entwicklungskoeffizienten der Rand-
funktion. Zu diesem Zweck ist als ersten Schritt die Losung der Laplace-
Gleichung auf die Kugeloberfliche mit dem Radius R einzuschrinken. Als
zweiten Schritt ist die Randfunktion auf der Kugel in eine Reihe nach Kugel-
flichenfunktionen anzugeben. In einem dritten Schritt kann dann der Vergleich
der Koeffizienten gleicher Kugelflichenfunktionen vorgenommen werden:

Grenziibergang lirrlg V(r,0,A),

limV (r,0,4)=V (R,9,A) =— i( J (9,1). (5.46)

r—R 0

Entwicklung der Randfunktion f(d,1),

F(8.4)=2(9.4)=3.2,(5.4). (5.47)

n=0

mit den Kugelflachenfunktionen vom Grad 7,

2, (9,2)= ¥ (4,,C,p (9:2)+5,,5,, (9,1)), (5.48)

m=0

sowie den Entwicklungskoeffizienten a, , b

nm? “nm
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5 Einflihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Zusammenhange zwischen den Darstellungen

1

4 = (2-8,, )20 +1)! ij AN, (V. )d
4 (n+m)‘
(5.49)
b,, = 21” (1-86,,)(2n+1) E m)‘ﬂf (¥,1)S,, (¥, 1) dP.

Durch Gleichsetzen der beiden Funktionen folgt fiir die gesuchten Potenti-

alkoeffizienten
Cnm _ Rn+1 anm 5 50
Snm bﬂVﬂ ‘ ( ' )

Die unbekannten Faktoren der Linearkombination, ¢, unds, , kdnnen

nm >

somit durch die Koeffizienten «a,,,b, der Entwicklung der bekannten

Randfunktion nach Kugelflachenfunktionen (5.49) ausgedriickt werden.

Damit hat man die Losung einer sog. Ersten Randwertaufgabe bzw. des sog.
Dirichlet-Problems gefunden.

5.56.2.2 Eindeutigkeit der Ersten Randwertaufgabe

Die Losung dieser Randwertaufgabe ist eindeutig: Eine im Auflenraum von 2
harmonische Funktion V ist eindeutig durch seinen Verlauf auf der Randfldche
@ (oder auf @, ) bestimmt. Der Nachweis gelingt auf einfache Weise, indem

man zeigt, dal zwei Losungen identisch sein miissen, wenn sie auf dem Rand
dieselben Werte annehmen:

Zum Beweis nimmt man zwei reguldre Losungen V,,V, der Laplace-Gleichung
AV =0 an, die auf der Randfliche @ dieselbe Randfunktion f (19,/1) anneh-

men,
Vo =Vl =7 (,2), (5.51)

L]

und zeigt, dall diese beiden Lésungen identisch sein miissen. Zu diesem Zweck
wird die Differenzfunktion gebildet; auf dem Rand nimmt diese Differenzfunk-
tion dann den Wert O an,

T =V, =V, mit der Randbedingung T | 5 = 0. (5.52)
Nach der 1. Greenschen Integralformel fiir den Auflenraum gilt

m (T AT+VT-VT)dQ, _—HT—nch (5.53)

Da die rechte Seite der Integralformel wegen 7 =0 verschwindet und die Dif-
ferenzfunktion T im Aullenraum harmonisch ist, erhilt man
J.J. VTVTan :0, (554)
Qu
bzw., in rechtwinklig kartesischen Koordinaten angeschrieben,

P o
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Daraus folgt die Bedingung

orf oT JT _

o oy oz (3.56)

bzw. die Konstanz der Differenzfunktion im AuB3enraum, 7 = const .Die Funk-
tionen ¥, und ¥V, sind im Unendlichen regulédr, d.h., VILO = VZL =0. Dasselbe

gilt fiir die Differenzfunktion, 7| =0. Damit ist die Konstante Null und es
folgt die Gleichheit der Losungen ¥, und V.

5.6 Physikalische Interpretation der Potentialkoeffizienten

Die Berechnung der Potentialkoeffizienten g,,, und #,, der Quellendarstellung

setzt eine bekannte Dichtefunktion im Erdinnern p(r”) voraus. Damit scheidet

dieses Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten i.a. aus. Nimmt man an, die
Potentialfunktion sei auf der Kugeloberfliche in Form einer Funktion bzw. ei-
ner daraus abgeleiteten Reihenentwicklung mit den Entwicklungskoeffizienten

, und b~ gegeben, so kann aber ein Zusammenhang mit den Potentialkoefti-

nm

21enten der Quellendarstellung hergestellt werden. Die Quellendarstellung lau-
tet auf einer Kugel mit dem Radius R,

V(mu)_—z Y, (8,1), (5.57)
mit der Laplaceschen Kugelflichenfunktion vom Grad #,
Yn (1‘9’2’):2( nm nm (1‘9 A’)+SnmSnm (1‘9’2’)) (558)

m=0

Der Vergleich mit den Entwicklungskoeffizienten a,, und b,, liefert Bedin-
gungen fiir die Dichtefunktionen,

GM GM
a,, =——8&..» b,=——"h, 5.59
nm R Eum nm R ( )

Die Potentialkoeffizienten g,, und 4, ergeben sich ja als Volumenintegrale
tiber die Dichtefunktion

fee o L1 Ca Loy 160 ey san

nm

Mit den Kugelflichenfunktionen C

nm

(%,A") und S

nm

(,1"), beispielsweise
vollstandig bis zum Grad n =2

X

Coo(ﬁ’,/’t’):l, Cw(ﬁ’,/l’):§ W)= S, (00)=
C,o (¥, /’L)— (2z -y =x), 021(19’,/1’):%23)% 321(19’,/1’)=%23yz
C,, (19’,/1’):%3()5 =y*), S, (%A=
(5.61)
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5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Physikalische Interpretation der Potentialkoeffizienten

konnen die Potentialkoeffizienten g, und 4, berechnet werden. Beispiels-
weise ergibt sich fiir g, ,

o JTprie - (5.62)

mit der Gesamtmasse von €2 ,

M = J_”p(l")dg . (5.63)
Q
Entsprechend erhélt man fiir g,
1 ¥z , 1 ,
gw=ﬁjijg7p<r)d9—Ejijzp(r)dﬂ. (5.64)
Setzt man z =e_ -r’, so erhilt man
1 M’
=—-e¢e_ -|||rp(rhdQ2=—=e_ -r,,
& Ma': J;_[_[ p(r’) Ma 2T (5.65)

mit dem Ortsvektor des Massenmittelpunktes

1
M

I, =

ffJreayag. (5.66)

Fiir die Potentialkoeffizienten vollstindig bis zum Grad 2 ergeben sich For-
meln, die eine Aussage iiber gewisse mechanische Eigenschaften des gravitie-
renden Korpers machen. Das Verhiltnis der Gesamtmasse des Korpers M’ zur
Referenzmasse M wird durch den Potentialkoeffizienten g, beschrieben

8o =M'/M . (5.67)

Die Koordinaten des Massenzentrums, bezogen auf das gewihlte korperfeste
Koordinatensystem, werden durch die Potentialkoeffizienten g,,, g,, und 4,
representiert

’ ’ ’

8o = €. To, &= e r,, h =
Ma ~ Ma * Ma

e, r,. (5.68)

Die statische Abplattung wird durch den Potentialkoeffizienten g,, beschrie-

M’ (A+B
=——|—=-C|, 5.69
& Mzaz( > ) (5.69)

ben

mit den Diagonalelementen 4,8 und C des Trégheitstensors T. Die Potential-
koeffizienten g,,, h,, und £,, beschreiben die Deviationsmomente der Haupt-
triagheitsachsen, bezogen auf das zugrunde liegende korperfeste Koordinatensy-
stem,

ME MD MF

= M2 hy, = M hy, = 3 (5.70)

Eu 2M*a*’

mit den Nebendiagonalelementen E.D und F des Trégheitstensors T. Die
Aquatorabplattung wird durch den Potentialkoeffizienten g,, beschrieben:
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5 Einfuihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Physikalische Interpretation der Potentialkoeffizienten

M’(B-A)
S S 5.71
Sy VO G70
Die Potentialkoeffizienten kdnnen auf diese Weise nicht nur physikalisch inter-
pretiert werden, sondern stellen mit den enthaltenen GroBen daneben Bedin-
gungen fiir die Dichtefunktion dar. Dies veranschaulicht nicht nur die Gesamt-
masse des gravitierenden Korpers,

M= [[[pthds2. (572)
Q
auch die tbrigen Groflen zeigen diesen Zusammenhang, beispielsweise die
Massenzentrumskoordinaten (Abb. 5.5),
X, |

to=| o [=oof[re(r)de, (5.73)

Zo

oder die Elemente des Tréagheitstensors.
0-0, -0, -0, A -F -E
T=| -6, ©6-6, -0, [=|-F B -D| (5.74)
-0, -0,, 06-0, -E -D C

Haupttragheitsachsen

Bezugssystem fir die
Potentialkoeffizienten

Massenzentrum O

Abb. 5.5: Physikalische Interpretation der Potentialkoeffizienten.

Die Deviationsmomente D,FE und ' beschreiben die Abweichungen
o, B und y der Haupttragheitsachsen von den Achsen des zugrunde gelegten
korperfesten Koordinatensystems (Abb. 5.5),

D=a(C-B), E=B(4-C), F=y(B-A4). (5.75)

Die Haupttragheitsmomente 4,B und C ergeben sich aus:

KugelfunktionenEinfiilhrung_APG, Erstelldatum 09.12.00 23:57
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A={[[(>+2*)p(r)d@, B={[[(x’+2*)p(r)de,
C=[[[(x+»*)p(r)ae,

(5.76)

und die Deviationsmomente D,E und F erhdlt man in Abhédngigkeit von der
Dichtefunktion,

D= —jij yzp(r)dQ, E =—j£sz p(r)de,

F=—[[[xp(r)a. 7

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir die Potentialkoeffizienten hoheren
Grades als 2.

AbschlieBend seien nochmals die wichtigsten Erkenntnisse zusammengefaft:

Die Losung der ersten Randwertaufgabe, also die Berechnung der Faktoren
der Linearkombination der speziellen Lésungen der Laplace-Gleichung aus
einer gegebenen Randfunktion ist eindeutig.

Die Berechnung des Potentials im Aulenraum aus der Massenverteilung
der Raummasse ist eindeutig (direktes Problem)

V(r,ﬂ,/l)sz%r,)d.Q. (5.78)

Die Berechnung der Massenverteilung aus der Potentialfunktion im Auflen-
raum ist nicht eindeutig 16sbar (inverses Problem). Jedes Potential im Au-
enraum einer Raummasse kann von unendlich vielen Massenverteilungen
erzeugt werden.

Die Potentialfunktion im Auflenraum gestattet, auf gewisse Symmetrien der
Massenverteilung zu schlieen (physikalische Interpretation der Potential-
koeffizienten).

5.7 Alternative Darstellungen der Kugelflichenfunktionen

Es gibt alternative Darstellungen der Kugelflichenfunktionen, die fiir gewisse
Anwendungen besser geeignet sind als die im letzten Kapitel eingefiihrten. Ins-
besondere die sogenannten vollstindig normierten Kugelflaichenfunktionen
vermeiden die stark unterschiedliche Gréfle der numerischen Werte der Poten-
tialkoeffizienten und sind deshalb fiir praktische Anwendungen besser geeignet
als die nicht normierten. Komplexe Kugelflaichenfunktionen bieten sich dage-
gen fiir kompakte Formeldarstellungen und fiir analytische Betrachtungen an. In
diesem Abschnitt werden deshalb einige Formeln zusammengestellt.

5.7.1 Alternative Darstellungen der Kugelflachenfunktionen

Die im letzten Kapitel eingefiihrten Kugelfunktionsdarstellungen sind i.a. fiir
praktische Anwendungen nicht geeignet. Sie haben den Nachteil, dafl die Grofie
der Potentialkoeffizienten stark mit der Ordnung m und dem Grad » variieren.
Der Abschnitt 5.7.1.1 fafit die Formeln der Kapitel 5.2 bis 5.4, ergdnzt um eini-
ge weitere niitzliche Formeln zusammen:
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5.7.1.1 Nicht normierte Kugelfldchenfunktionen

Quellendarstellung des Gravitationspotentials
v(r )—— (") Y, (9,1). (5.79)
n=0\ 7
Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

(0.2)= X (TS (9.4)+5,,75 (9.4))

nm= nm

=0 (5.80)

2( ¢nCn (0.4)+5,,8,, (0, 1))

m=0
Kugelflachenfunktionen des Grades » und der Ordnung m
(9,A)=P" (cos¥)cosmA =Y (V,A)

nm nm

5.81
S, (0,A)=P" (cosV¥)sinmA =Y, (V1) -81)
Potentialkoeffizienten
(2- 5am) n—m ,
Con = n+m),m A)p(r)de
(5.82)

“ ) (o m( ) 5. (92 ()42

(n+m)!

Entwicklung einer Funktion f (19,/1) in eine Reihe nach Kugelflichenfunk-

tionen

f(®,2)=Y(0,1)= 2 (9,2) (5.83)

Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

L (9.4)= Z( i Con (8.2)+5,,8,,, (8,2)) (5.84)
Reihenkoeffizienten
1 (
c,1m=E(2—5Om)(2n+l ey Hf(ﬁ A)C,, (8, 1))dD .
5.85
1 (n—m)!

Sn =5 —(1-6,, )(2n+1)

nm

ot Hfza/l S, (¥, 1)d®

Orthogonalitiitsrelationen
Laplacesche Kugelfldchenfunktionen des Grades »
2r

[[¥, @.2)7, (9.2)d® = 23( ;,(Mﬁsﬁm)% (5.86)

Kugelflichenfunktionen des Grades 7 und der Ordnung m (O',O"G {c,s}) :
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2 (n+m)'

O>m<n: (B,A)Y2, (0,1)dD = 6,,0,0
m n J.J. nm ) n'm’ ( ) 2n+1 (n m)' mm’Y nn’" oo’
(5.87)
m=0: jj °(8,A)Y, (19,/’L)ch= 5,1"5(,(, (1-6)
2n+
Zugeordnete Legendre-Funktionen des Grades » und der Ordnung m
f m m : _ 2 (n + m)'
'([Pn (cos®})P (cos?¥)sin¥dd) = 201 (n=m)) o (5.88)
bzw. mit ¢ = cos?}
| 2 (n+m)!
P"(t)P) (t)dt = .
l'[l ") 2n+1(n—m)! ™ (5-89)
oder alternativ
x : do 1 (n+m)!
PWI 19 PWI 19 — i
‘(’). n (COS ) n (COS )Sinﬂ m (}’l _m)' mm (590)
Legendre-Polynome des Grades 7
_[Pn (cos®}) P, (cos®¥)sin¥dd) = 2 8, - (5.91)
0 2n+1
Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen
P, (cosy’) = P, (cosd cos®¥’ +sintsint cos (A - 1))
(5.92)

-3 -8 (G ()G (0 5., (005, (90)

Im folgenden Abschnitt 5.7.1.2 sind die entsprechenden Formeln wie im Ab-
schnitt 5.7.1.1 angegeben, basierend jedoch auf sog. vollstindig normierten
Kugelflaichenfunktionen, wie sie insbesondere in der physikalischen Geodésie
verwendet werden. Die Potentialkoeffizienten der globalen Erdmodelle sind
iiblicherweise in dieser Norm gegeben.

5.7.1.2 Vollstdndig normierte Kugelflachenfunktionen
Quellendarstellung des Gravitationspotentials
0 P (ZJ Y, (8,2 (5.93)
r u=0

Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

L (0.2)= Y (€, 75 (0.4) 45,1, (5.1))

m=0

= 3 (GCn (9.2)+5,,5,, (9,2))

m=0

(5.94)

Vollstdndig normierte Kugelflachenfunktion des Grades » und der Ordnung m

KugelfunktionenEinfiilhrung_APG, Erstelldatum 09.12.00 23:57



5 Einfiihrung in die Anwendung von Kugelfunktionen - Alternative Darstellungen der Kugelflachenfunktionen

)=P" (cos®¥)cosmA =Y., (8,1)

nm

A
5.95
V9, A)=P" (cos®¥)cosmA =Y, (8,2) (5:95)

nm

Vollstdndig normierte Potentialkoeffizienten

a5 ] 600
1;,?:3 (2 5. e

Entwicklung einer Funktion f (19,/1) in eine Reihe nach vollstindig nor-

(5.96)

mierten Kugelflichenfunktionen

F(0.2)=Y(©.2)=3Y, (5.2) (5.97)

n=0

Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

(0,1) = 2( nCon (0.4)+5,,5,, (9,2)) (5.98)

m=0

Vollstdndig normierte Reihenkoeffizienten

G = i j [7@.2)C,, (%.1))d

(1 s (5.99)
5, =— j [f(®.2)S,, (0, 1) d®
Orthogonalitiitsrelationen
Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n
I, .21, @.2)de = 4n2(cm+sm)5,, = 47075,
(5.100)

n
. L2 -2 |, =2
Gradvarianzen: o, = 2 (cnm + 5, )

m=0
Vollstdndig normierte Kugelflachenfunktionen des Grades » und der Ordnung
m (O',O"G {c,s})

0>m<n: H Y2 (9,2)Y5. (8,A)d® = 4x6,,,8,,.6

mm n ﬂ O-O-

(5.101)

nn’Y oo’

m=0: jjng(ﬁ,z)néo(ﬁ,/l)dq>=4n5 8, (1-8,.)
D

Vollstdndig normierte zugeordnete Legendre-Funktionen des Grades n und der
Ordnung m

JE’” (cos®) P (cos®¥)sind¥dd =2(2-86,,)3,. (5.102)
0

bzw. mit ¢ =cos?}
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1
[ Br(0)By (1)dr=2(2-8,,)8,, (5.103)

t=—1
Additionstheorem der vollstandig normierten Kugelflichenfunktionen

P, (cosl//) P, (cost¥cost +sindsin®cos(A— 1)) =
(5.104)

( (9.2)C

nm

m (9.2)+85,, (9.4)S,, (¥, 1))

Im Abschnitt 5.7.1.3 sind schlieBlich die den Abschnitten 5.7.1.1 und 5.7.1.2
entsprechenden Formeln in komplexer Schreibweise zusammengestellt. Kom-
plexe Kugelflaichenfunktionen bieten sich insbesondere fiir kompakte Formeld-
arstellungen und fiir analytische Betrachtungen an.

5.7.1.3 Komplexe Kugelflachenfunktionen

Quellendarstellung des Gravitationspotentials
V(r )_— (“J Y, (9,4) (5.105)
n=0\ 7
Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

" (0,1)= 2 ¥ (9,2) (5.106)

m=-—n

Komplexe Kugelflichenfunktionen des Grades » und der Ordnung m, fiir n >0
und —-n<m<n

(9,2)=P" (cos®¥)e™

nm

m \" 5.107
(19 A) (COS'[B) ( 1) ( ) Pm (COS’[S) —imA ( )
(n+m)!
Komplexe Potentialkoeffizienten x,,, n=20,-n<m<n
1) ; 7 ) )
Sl 5 ) Ve @200 ()@
(5.108)

” m( ) L (0 2)p(r)d@

Entwicklung einer Funktion (19,/1) in eine Reihe nach komplexen Kugel-
flichenfunktionen

f(0,2)=Y (0,1)= 2 (D,1) (5.109)

Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n
L (0.2)= Z Yo (0-2) (5.110)

Komplexe Reihenkoeffizienten
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2 +1 m 7 7 ’ ’
= Zﬂ )" [[ £ @)Y, (9.4)d

5 +1 ° (5.111)
K.n,—m 2 J-J-f(ﬁ )’ ) nm (1‘9’3 )”)d¢

Orthogonalitiitsrelationen
Laplacesche Kugelflichenfunktionen des Grades n

Y Y, D = N (=1)" K
J(;J. n(ﬁ’ﬂ‘) n (ﬁ’ﬂ‘)d 2n+1m2_n( ) nm n —m nn (5112)

Komplexe Kugelflachenfunktionen des Grades » und der Ordnung m, fiir n =0
und -n<m<n

mm nn’

1
” Y,, (9,2)Y,_, (9,1)d® = 4n (2 ) 5 5, (5.113)
n+
Additionstheorem der komplexen Kugelflichenfunktionen
P (cosy)=P, (cosﬂcosﬁ'+ sinsin®’cos(A—- 1)) =

2 ()Y, (9,1)

m=—n

(5.114)

5.7.2 Transformation zwischen den verschiedenen Darstellungen

5.7.2.1 Transformation zwischen Legendreschen Funktionen

In der Tab. 5.1 sind die Faktoren zur Umrechnung von zugeordneten Legendre-
schen Funktionen verschiedener Normierungen zusammengestellt. Zur Unter-
scheidung werden diese Funktionen auf folgende Weise gekennzeichnet:

Tab. 5.1: Umrechnung zwischen zugeordneten Legendreschen Funktionen un-
terschiedlicher Normierung

P"(cos¥) ém(cosﬁ) P/ (cos®)

R 1 (n+m)! | 1 (n+m)!
P"(cos®) \/(2_80m) (n—m)! V(z-SOm)(an) (n—m)!
P"(cos®) 21-5 (n—m)! !

( 0'")(n+m)! 2n+1
B"(cos®) \/(2 8,,,)2n+1) E” m;' V2n+1

(nicht normierte) zugeordnete Legendresche Funktionen P (cos®),
normierte zugeordnete Legendresche Funktionen Pn"’ (cos®)),

vollstindig normierte zugeordnete Legendresche Funktionen P" (cos®).
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5-22

Die in der ersten Spalte angegebenen zugeordneten Legendreschen Funktionen
ergeben sich als Produkte der Funktionen in der ersten Zeile, multipliziert mit
den entsprechenden in der Tabelle angegebenen Faktoren.

5.7.2.2 Transformation zwischen Kugelfldchenfunktionen

In der Tab. 5.2 sind die Umrechnungsfaktoren fiir verschiedene Kugelflichen-
funktionen zusammengestellt:

“ (nicht normierte) Kugelflachenfunktionen C,, (¢,4), S, (8,1),
“  vollstindig normierte Kugelflachenfunktionen C,, (9,1), S, (9,4),

“ komplexe Kugelflichenfunktionen Y, (9,1),7,_, (,1).

Tab. 5.2: Transformation zwischen verschiedenen Kugelflichenfunktionen

(‘ﬁ }“)’ nm(ﬁ’}") alm(ﬁ’}\')"ilm(ﬂ’}") Ynm(ﬁ’}\’)’ Yn—m(ﬁ’}\’)
_l w (n+m)!
Cnm_z[ +( 1) (n m)' n—m]
(ﬂ 7») (ﬂ 7») i (n+m)'
Snm=5( (1) ()1 - mJ
E’l
Con(91),5,,,(9,1)
Enm
Y, =C, +iS,, Y, =a,(C,, +iS,,)
Y, (%,1), Y, . (9,% _ gy limmt Do em) = =
(AT W04 |y =) (n+m)!(Cm Sn) = ol (1) En+m;!(c,,m—zs,,m)

Tab. 5.3: Transformation zwischen verschiedenen Entwicklungskoeffizienten

1
= e —is.) =2, (€, - ,)
K K
m> Sn—m 145, , (n+m)! ) _1+3,, o (n+m)!
K, = 5 —m (_]) = )'(cnm+zsm) K, ,=— 5 o, (-1) = m)'( +is,,)
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Knm’Kn,—m
Com = ! Kom +( 1)”‘ (n m) n —m
1435,, (n+m)!
— !
Sum = ! Kom _(_l)mM n—m
1+38,, (n+m) "
— !
Enm =; Kom +(_1)'” (n m) Ko
a’nm(1+80m) (n+m)' '
- 1 m(n—m
R — ( 1) ( ) n —m
anm(1+80m) (n+m)'
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—m)!
Der in den Tabellen verwendete Faktor lautet: o, = \/ (2-6,,)(2n+ I)EnJr—m;’ .
n+m):

5.7.2.3 Transformation zwischen Entwicklungskoeffizienten

Tab. 5.3 enthélt eine Zusammenstellung der Umrechnungsfaktoren fiir die Rei-
henkoeffizienten verschiedener Kugelflichenfunktionsentwicklungen:

N

nm?~ nm

(nicht normierte) Entwicklungskoeffizienten ¢

vollstdndig normierte Entwicklungskoeffizienten ¢, ,s

nm >~ nm >

komplexe Entwicklungskoeffizienten x ,x

nm? " “n,—m °
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